Opcion A
Ejercicio 1 opcion A, Suplente Junio de 2018 (modelo 6)

. tg(x) - x
[2'5 puntos] Calcula lim L
x-0 X - sen(X)
Solucion
Le aplicamos la regla de L'Hdpital (L'H).- (si “f” y “g” son funciones continuas en [a -d, a + J], derivables en
(a -9, a + 9), verificando que f(a) = g(a) =0y lim % :g , entonces si existe lim M se verifica que
X- a g X X- a X

fim )y )
e g'(x) xegx)
tg(x) - X :{tan(O)—O_O_L,H}:”m 1Hg*() -1 . 1g°(¥) _{ 0 _0. L‘H}=

. Laregla es vélida si tenemos /o0, y también si X - «), con lo cual tenemos:

lim

x-0 x-sen(x) |0-sen(0) 0’ x-0 1-cos(x) x-° 1-cos(x) |1-1 O
2_sen(x). 1
i 2000-arg ) Ceose I 2aeig o) 20000,
x-0 sen(x) x-0 sen(x) x-0 cos(x) 1

Ejercicio 2 opcion A, Suplente Junio de 2018 (modelo 6)
Considera las funciones f y g: R - R definidas por f(x) =-x>-x +3 y g(x) = [x].
a) [1'25 puntos] Esboza el recinto limitado por las graficas de f y g y calcula los puntos de corte entre ambas
gréficas.
b) [1'25 puntos] Calcula el &rea del recinto descrito en el apartado anterior.

Solucion

Considera las funciones f y g: R - R definidas por f(x) =-x>-x +3 y g(x) = [X].
a)
Esboza el recinto limitado por las graficas de f y g y calcula los puntos de corte entre ambas gréficas.
-X si x<0

+x si x=0

luego con dos puntos es suficiente para dibujarlas ( “X” es la bisectriz del | y Il cuadrante, y solo se dibuja
parax =0, y “- X" es la bisectriz del Il y IV cuadrante, y solo se dibuja para x < 0).

Sabemos que g(x) = |X| = { . Su gréfica estd formada por dos semirrectas, “x” y “— X" son rectas

La grafica de “-x2 - x + 3" es la de una parabola con las ramas hacia abajo (el n® que multiplica a x2 es
negativo), abscisa del vértice en la solucion de f'(x) =0=-2x-1=0 - x =-1/2, luego el vértice es
V(-1/2, f(-1/2)) = V(-0'5, -3'25).

Calculamos los puntos de corte entre ambas graficas, es decir las soluciones de “f(x)” = g(x)”

Six <0, tenemos -x2-x+3=-x - 0=%x2-3 5 x2=3 - x=1V(3). Solo sirve x = -V(3) (estamos en x<0),
luego el punto de corte es (-V(3), V(3) ).

; 2 +4/4+ 2+
Six>0,tenemos -x2-x+3 =X - 0=%x2+2x-3 » X= 2 ;’ 12 _ 224,dedondex:1yx:—3.
Solo sirve x = 1 (estamos en x > 0), luego el punto de corte es (1, 1).
Teniendo en cuenta lo anterior, un esbozo de sus graficas es:
4.
o .|

5 / T AT o : \ 3
b)

Calcula el area del recinto descrito en el apartado anterior.



Area = .foﬁ(xz X+3- (—x))dx + J:(-xz- X+3- (x))dx = .[_Oﬁ(—xz + 3))dx + j:(—xz- 2X + 3)dx =

0 1
= j_oﬁ(—xz + 3))dx + J:(-xz- 2X + 3)dx = {§+ 3XL§ + {%3 - 2-X—22+ 3Xl =

= (o+o)—(@+ 3(—J§)J+ (51 - 1+3j—(o—o+o) u?=2+/3 +§ v 0 5131 u?.

Ejercicio 3 opcion A, Suplente Junio de 2018 (modelo 6)
123
Consideralamatriz M=|6 0 3|. Sabiendo que el determinante de M es 2, calcula los siguientes
Xy z

determinantes e indica las propiedades que utilices:
a) [0,75 puntos] El determinante de la matriz 5M4.

20 1 x+6 X
b) [0,75 puntos] |1 2 3 c)[0,75 puntos] 2 Yy Y
Xy z 3 z+3 z
Solucion
123
Considera lamatriz M= |6 0 3|. Sabiendo que el determinante de M es 2, calcula los siguientes
Xy z

determinantes e indica las propiedades que utilices:
a)
El determinante de la matriz 5M4.

(i) Sabemos que det(k:An) = (k)"-det(A) y que det(A-B) = det(A)- det(B)-

Luego det(5M#) = det((5M)-M-M-M) = (58-det(M)- det(M)- det(M)- det(M) = 125-(2¥ = 2000

b)

(i) Si una fila (columna) de un determinante esta multiplicada por un niimero, dicho niumero sale fuera
multiplicando a todo el determinante.

(iii) Si intercambiamos entre si dos filas (columnas) de un determinante el determinante cambia de signo.

201 123 1 123 11 2 3
1 2 3| ={aplicamos (iii)}=(-1)-|2 0 1 :(-1)-5-32 0 = {aplicamos (iii)} = _5-6 0 3 =
Xy z Xy z Xy z Xy z
= (-1/3)-det(M) = (-1/3)-2=-2/3.

c)

(iv) Si una fila (columna) un determinante es suma de dos sumandos, dicho determinante se puede
descomponer en suma de dos determinantes colocando en dicha fila (columna) el premier y segundo
sumando respectivamente.

(v) Si un determinante tiene dos filas iguales o proporcionales, dicho determinante vale 0.

(vi) El determinante de una matriz coincide con el determinante de su tras puesta

1 x+6 X 1 x X 1 6 X 1 2 3

2 'y Yy ={aplicamos (iv)}=12 y y| +1|2 0 y| ={aplicamos (vV)y (vi)}==0+ |6 0 3| =
3 z+3 z 3z 2z |33z Xy z

= det(M) = 2.

Ejercicio 4 opcion A, Suplente Junio de 2018 (modelo 6)
Searr la recta que pasa por los puntos A(3, 6, 7) y B(7, 8, 3) y sea s la recta dada por
X -4y -z=-10
{3x -4y +z=-2
a) [1'25 puntos] Determina la posicion relativade ry s.
b) [1'25 puntos] Calcula la distancia entre r y s.

S

Solucion



Searr la recta que pasa por los puntos A(3, 6, 7) y B(7, 8, 3) y sea s la recta dada por
{x -4y -z=-10

S
3X-4y+z=-2

a)
Determina la posicion relativa der y s.

De la recta “r’ tomamos un punto el A(3, 6, 7) y un vector director el u = AB = (4, 2, -4).
De s = {X "4y -2=-10 1 mamos un punto el C(-3, 0, 7) (hacemos y = 0 y sumamos 4x = -12, luego x = -3
3X-4y+z=-2

yentrandoenla12-3 +10 =z =7), y un vector v , el producto vectorial de los vectores normales de los planos
ik

que determinan “s”, esdecirv= |1 -4 -1 =i(-4-4)-j(1+3)+k(-4+12) =(-8,-4,8).
3 41

Como v = (-2)-u, los vectores son proporcionales luego las rectas “r’ y “s” son paralelas.

Veamos si la proporcionalidad se extiende al vector AC, en cuyo caso son paralelas coincidentes. También
podemos ver si el punto A de “r" pertenece o0 no a “s” (vemos esto ultimo)

o (3) -4(6) -(7)=-10. Falso
3(3) - 4(6) + (7) = -2. Falso

“s” son paralelas y distintas.

b)

Calcula la distancia entre r y s.

. Como el punto A de “r" no verifica la ecuacién de “s”, las rectas “r' y

Calculamos la distancia entre r y s, utilizando el area de un paralelogramo. La distancia pedida es la altura

del paralelogramo
ilSl!

C u

h=d(rs)

a
Dada la recta “r’ conocemos el punto A(3, 6, 7) y el vector u = (4, 2, -4).

El &rea del paralelogramo determinado por los vectores u y AC = (-6, -6, 0) es ||[ACxu|| = base[@ltura =
= ||u]|@, pero la altura “h” es d(r, s), luego d(r, sr) = (JJACxu])/(|Ju]]) (“X” es el producto vectorial).

i ]k
Tenemos ACxu = |-6 -6 0| =i(24-0) - j(-24 - 0) + K(-12 + 24) = (24, 24, 12).
4 2 -4

IACxu|| = V(242+242+122) = 36; ||u|| = V( 42+22+42) = 6

Luego d(r, s) = (JJACxul]) / (JJu]]) =36/ 6 ut = 6 us.

Opcion B

Ejercicio 1 opcion B, Suplente Junio de 2018 (modelo 6)
[2’5 puntos] Se desea construir una caja sin tapadera de base cuadrada. El precio del material es de 18
euros/m2 para los laterales y de 24 euros/m2 para la base. Halla las dimensiones de la caja de mayor
volumen que se puede construir si disponemos de 50 euros.

Solucion

Se desea construir una caja sin tapadera de base cuadrada. El precio del material es de 18 euros/m2 para
los laterales y de 24 euros/m2 para la base. Halla las dimensiones de la caja de mayor volumen que se
puede construir si disponemos de 50 euros.

Solucion



Funcién a Optimizar: Volumen =V = &rea base x altura = x2-y

Relacion entre las variables: El precio del material es de 18 euros/m2 para los laterales y de 24 euros/m2
para la base. Halla las dimensiones de la caja de mayor volumen que se puede construir si disponemos de
50 euros.

50 =18-(4x'y) +24-(®) - 72x-y=50-24x2 - y=50/(72x) - 24x3/(72x) = (25/36)- (1/x) — (1/3)-x

Sabemos que sig ‘(@) =0 y g “(a) <0, x =a es un maximo relativo de g(x)
Sabemos que sig ‘(@) =0 y g “(a) >0, x = a es un minimo relativo de g(x)

V(x) = x2-y = x2-( (25/36)-(1/x) — (1/3)-x ) = (25/36)-x — (1/3)} x3.
V ‘(x) = (25/36) — x2.

De V ‘(x) = 0, tenemos (25/36) — x2 = 0, de donde x? = 25/36, de donde x = + (5/6). Como es una longitud
solo es valida x = 5/6.

V “(x) = - 2%, luego V “(5/6) = — 2(5/6) = -10/6 < 0, por tanto x = 5/6 es un maximo relativo

De x = 5/6 m, tenemos y = (25/36)- (6/5) — (1/3)-(5/6) = 5/9 m, luego las dimensiones del caja son
x=5/6 00'833m. e y=5/9 00556 m.

Ejercicio 2 opcion B, Suplente Junio de 2018 (modelo 6)

~ax si 0<x<8
Se sabe que la funcion f: [0, +o) — R dada por f(x) = 1,2 _ 39 es continua.
Si X>8
X-4

a) [0'5 puntos] Determina a.
10
b) [2 puntos] Para a = 8, calcula IO f(x) dx .

Solucién
“ax si 0<x<8
Se sabe que la funcion f: [0, +) — R dadapor f(x) = {,2 _ 3o es continua.
Si X>8
X-4
a)
Determina a.

Nos dicen que f es continua en su dominio; en particular es continua en x = 8.
Como es continuaen x = 8, f(8) = Iirgl f(x) = Iirg f(x)
X- X
. - 2 - -
f(8) = lim f(x) = limax = V8a; lim f(x) = lim (X 32] _64-32 _o
X8 X8 x-8" x-8( X-4 8-4

Igualando tenemos +/8a = 8, elevando al cuadrado 8a = 64, de donde a = 8. .
b)

10
Para a = 8, calcula fo f(x) dx..

10 8 10
Vemos que JO f(x) dx = JO f(x) dx + Js f(x) dx.

Calculamos primero las integrales indefinidas:
1/2+1

[VBxdx = [VB/xdx =B x2dx =B =8 X2 _28+/x _2/8x

1/2+1 3/2 3 3




-32 . . .
J(X i jdx . Como el numerador es de grado mayor o igual que el denominador tengo que realizar la
X -

division entera primero:

X2 -32 X-4
-X? + 4X X+ 4
4x -32
-4x + 16
-16
2
.[(X de = [(Cociente)dx + [ ——— RESIO 1y = [(x +4)dx +j L Ox= XL ax-16 In|x - 4|
X-4 Divisor 2

Luego [, f(x) dx = [ (x) dx+ [ f(x) dx = [2‘/87} {7+ 4x - 16-In]x - 4|} =

8
. 3 2 2
:[2 8-8 _0]+(%+4(10) 16-In|10 - 4|J (87+4(8) 16-In|8 - 4Ij

3
=128/3 + 90 — 16-In(6) — 64 + 16-In(4) = 206/3 + 16-In(4) — 16-In(6) =206/3 + 16:In(4/6) = 206/3 + 16-In(2/3).

Ejercicio 3 opcion B, Suplente Junio de 2018 (modelo 6)
0 -1 -2
Considera las matriz A=|0 2 0
11 3
a) [0'75 puntos] Halla, si existe, la inversa de A.

b) [1'25 puntos] Determina los valores de m tales que (A - ml) tiene inversa (I es la matriz identidad).
¢) [0'5 puntos] Calcula el rango de (A - 2I).

Solucion

1
=

1
N

Considera las matriz A =

= O O
=N
w O

ﬁ)alla, si existe, la inversa de A.
0 -1 -2|Adjuntos

Como det(A) =|A| =10 2 O] primera = (+1)-(0+4) =4# 0, existe la matriz inversa Al = ﬁ-Adj(At).
1 1 3j|columna

0 0 1 6 1 4
La calculamos: |A|=4; At=|-1 2 1|;Adj(AY=]0 2 0], portanto la matrizinversaes A*=
-2 0 3 2 -1 0
6 1 4 32 1/4 1
—ﬁAdj(A‘)=%-0 2 0/=| 0 12 ol
2 -10 -1/2 -1/4 0
b)
Determina los valores de m tales que (A - ml) tiene inversa (I es la matriz identidad).
0 -1 -2 100 -m -1 -2
LamatrizC=A-m-k=|{0 2 0|-m-|0 1 0|=|0 2-m O |,tieneinversasidet(C)#0.
1 1 3 0 01 1 1 3-m

-m -1 -2 |Adjuntos
Tenemos det(C) =|C|=|0 2-m 0 |segunda = (2- m)
1 1 3-m fila

3' ‘:(2-m>-((-m)-(3-m) +2)=
-m

=(2-m)-(m2 — 3m + 2).

De det(C) = 0, tenemos (2-m)-(m?-3m +2) =0, esdecirm=2 y m?-3m + 2 =0 de donde,
resolviéndolasalem=1ym = 2.



Sim#1y m#2,det(C) #£0, y existe la matriz inversade C=A-m-l s.

c)
Calcula el rango de (A - 2I).

-2 -1 -2\F+2-F
Sim=2,tenemosC=A-23=|{0 0 O =
1 1 1 111
C == A- 2lI3 tiene dos filas con nimeros distintos de cero, tenemos rango(C) =rango(A - 2| 3) = 2.

, como la matriz escalonada de la matriz

Ejercicio 4 opcion B, Suplente Junio de 2018 (modelo 6)
a) [1'25 puntos] Determina la ecuacion del plano que pasa por el punto A(0, 1, 0) y es perpendicular a la

+
recta r dada por X+1—T =z-1

b) [1'25 puntos] Calcula el area del triangulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano de ecuacion
2x + 3y + 4z =12 con los ejes coordenados.

Solucién
a)
Determina la ecuacién del plano que pasa por el punto A(0, 1, 0) y es perpendicular a la recta r dada por
+2
X+1= yT =z-1

De la recta “r" tomamos su vector director u = (1, 2, 1).

1"
=]

Como me piden el plano “1t" perpendicular a la recta “r” por el punto A(0, 1, 0), el vector normal del plano
n es el vector director de la recta u =(1, 2, 1).

M=AXen=0=(x-0,y-1,2-0)(1,2,1)=x+2y+2z-2= 0, donde * es el producto escalar de dos
vectores.

b)

Calcula el area del triangulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano de ecuacién 2x + 3y + 4z = 12
con los ejes coordenados.

Calculamos los puntos de corte del plano 1T =2x + 3y + 4z = 12 con los ejes coordenados, D, By C.

Paray =2z =0, tenemos 2x = 12, de donde x = 6. Punto D(6,0,0).
Parax =z =0, tenemos 3y =12, de donde y = 4. Punto B(0,4,0)
Parax =y =0, tenemos 4z = 12, de donde z = 3. Punto C(0,0,3).

Sabemos que el area de un triangulo ABC es la mitad del area del paralelogramo que determinan su lados
DB y DC, es decir la mitad del madulo (|| || ) del vector producto vectorial (x) de los vectores DB y DC, luego
el Area del triangulo es = (1/2)[JDBxDC]|.

i ]k
DB = (-6,4,0); DC=(-6,0,3). ABXAC=|-6 4 0| =i(12-0)-j(-18-0) + k(0 + 24) = (12, 18, 24)

6 0 3
[IDBXDC|| = V( (12)2+(18)2+(24)2) =+(1044) = 6V(29)
Area del triangulo es = (1/2)[]DBxDC|| = (1/2)[BV(29) u? = 3V(29) u?



